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1 Lindenmayer Systeme im Uberblick

2 Sprachtheoretische Grundlagen

2.1 OL Systeme und deren Eigenschaften

Formale Grundlage fur OL Systeme sind segdliche Substitutionefus [?]).
Definition: Eine endliche Substitutiomst eine Funktion au&* in die Menge aller endli-
chen, nicht-leeren Sprachen, die wie folgt definiert ist:

1. Furjeden Buchstabene ¥ isto(a) eine endliche, nicht-leere Sprache.
2. 0(\) =\
3. Furalle Wortewl, wy € ¥ g||t J(wle) = O'(’U)l)O'(wg).

Die Substitution hei3%-frei, falls keine der Sprachen(a), a € ¥ das leere Wort enthalt. Falls
jedeso(a) nur aus einem Wort besteht, wisdein Morphismusgenannt.

Eigenschaf(3) legt fest, dass die Ersetzung voll parallel in beliebigeihRefolge vorge-
nommen wird. Aul3erdem wird hier nicht, wie bei Phrase-Stmec Grammatiken, zwischen
Terminal- und Nichtterminalsymbolen unterschieden. Darargeben sich grundlegene Un-
terschiede zwischen den erreichbaren Sprachen, die irerfden noch eingehend diskutiert
werden.

2.1.1 OL, POL und DOL Systeme

Definition: (Aus [?]) Ein OL System ist ein Tripel = (3, 0, wy ), wobeiX ein Alphabetg eine
endliche Substitution ad undw, ein Wort ausy. ist (w, heif3t auchAxiom). Ein OL System
erzeugt die Sprache

L(G) = {wo} Uo(wo) Ua(o(wo)) U...= ] o"(wo).

Eigenschaften von OL Systemen:

e Die 0 im NamenOL System bedeutet, dass ein Zeichen jeweils unabhéngig woense
Nachbarn betrachtet wird. Dies ist eine primére Eigensalaaf endlichen Substitutio-
nen.

e Ein OL System heiRPOL (propagierendes OL) System, falisA-frei ist. Das bedeutet,
dass keine Buchstaben "verschwinden" kbnnen.

e Fallso ein Morphismus ist, heil3t das Syst&0L (deterministisches OL) System. In die-
sem Fall gibt es fur jeden Buchstaben des Alphabets genawAbileitungsmaoglichkeit.

Man betrachte das PDOL Syste{u},a — a?,a). Es erzeugt die SpracHe?"|n > 0}.
Diese Sprache ist nicht kontextfrei. Ein sehr einfaches $t&y kann also durch die parallele
Ersetzung Sprachen erzeugen, die sich mit einfachen P&tasdure Grammatiken nicht er-
zeugen lassen. Um mit OL Systemen Linearitat zu erreichamyendet man die Regel— a.
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So kann man zum Beispiel die Spracfig'} mit dem nichtdeterministischen POL System
({a},{a — a,a — aa}, a) erzeugen. Diese Sprache kariohtvon einem DOL System darge-
stellt werden. Aber es lassen sich nicht alle kontextfr8prachen mit OL Systemen darstellen.
Die endliche Sprachéua, a?} kann zum Beispiel von keine OL System erzeugt werden.

2.1.2 Adult Sets von OL Systemen

Die Eigenschaft, dass sich nicht alle kontextfreien Spgaahit OL Systemen erzeugen lassen
rahrt daher, dass bei OL Systemen keine Nichtterminaldieres. Jedes abgeleitete Wort ist
automatisch in der Sprache. Adult Sets bezeichnen nunTeitrengeder erzeugten Worte
und definieren somit selbst wieder eine Sprache. Da hier muteé&usgelassewerden, nennt
man solche Erweiterungen der OL Systeme dkittbr.

Genauer ist ein Adult Set eines OL Systems die Menge alleadedem Axiom erzeugten
Worte, die nur sich selbst erzeugen (a2sJeite 11 ff]). Es lal3t sich beweisen, dass die Klasse
der kontextfreien Sprachen gleich der Klasse der Adult $etsOL Systemen ist. Die M6g-
lichkeit nur einen Teil der Erzeugten Worte zur erzeugtera8pe hinzuzunehmen, andert also
die Eigenschaften des Systems grundlegen.

2.1.3 EOL Systeme

Wie Adult Sets sind auch Extended OL Systeme (EOL) Filter. Bgrache werden, wie bei
den Grammatiken der Chomsky Hierarchie, Nichtterminalsgi@ hinzugeftigt. Worte, die ei-
nes dieser Symbole beinhalten, sind dann nicht in der eteeu®prache. Kombiniert mit der
Maoglichkeit Terminalsymbole zu ersetzen, kann man miteheSystem auch kontextsensitive
und nicht kontextfreie Sprachen, wie z85"c" erzeugen. Man betrachte das EOL System mit
dem Axiom ABC' und folgenden Projektionen:

A—>AA A—a A—-A A —>a a—F

B—-BB B—b B—-B B —>b b—>F

C—-CC" C—c C"—=C" C—>c c—>F

F—F

Da jedes Terminalsymbol sobald es einmal erzeugt wurdeatsofalas NichtterminalF’

Ubergeht, missen alle Terminalsymbole gleichzeitig ejzewerden, damit das Wort in der
erzeugten Sprache ist. Das System ist algwchronisier{?, Seite 264, 265].

2.1.4 Table OL Systeme

Zur Darsetllung von OL Systemen, deren Entwicklung sich emfe der Zeit verandert, gibt es
sogenannte TOL (Table OL) Systeme.

Definition: (Aus([?]) Ein TOL System ist ein Trip&F = (3, S, wy), wobei S eine endliche
Menge endlicher Substitutionen ist, so dass fur jedesS das Tripel(3, o, wy) ein OL System
ist. Die von einem TOL System erzeugte Sprakf(&) besteht ausv, und allen Worten in
allen Spracher; ... o (wg), wobeik > 1 und jedess; € S. Sind alle Substitutionen i
Morphismen, so ISt eindeterministische$0L System (DTOL).
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2.2 IL Systeme

Die Bezeichnung IL Systeme steht fir L Systeme, bei denemdktion mit den Nachbarzellen
(Buchstaben) stattfindet. Man schrefbt, n)L System, falls die Regelm Buchstaben links
und n Buchstaben rechts des zu ersetzenden Buchstabens behiigiesi. Im Gegensatz zu
kontextsensitiven Sprachen wird hier rein Buchstabe ersetzt, jedoch abh&ngig von seinen
Vorgangern und Nachfolgern. Die Ersetzungsregeln haberfaigende Form?, Seite 272,
273]:

(o, a,B) = w, |a| =m,|B] =n.

Um immer eine geniigend grofRe Anzahl von Buchstaben zur §f@nfji zu haben, denkt man
sich das Wort umhllt von dem sogenannten Umgebungssymblieh fur dieses Symbol
mussen natirlich Regeln vorhanden sein.

2.3 Wachstumsfunktion

Die Wachstumsfunktidnf (n) eines deterministischen (oder stochastischen) L Systeinoigei
(erwartete) Wortlange desten generierten Wortes. Da es fur das Wachstum unerhastjch
welcher Reihenfolge die Buchstaben in einem Wort vorkommegoht es, sich nur dianzahl
jedes Buchstaben in einem Wort zu merken. Diese wird miteHilhes Vektorr, demParikh
Vektor, dargestellt. DieNMachstumsmatri®/ des L Systems speichert nun in jeder Reihe fir
einen Buchstaben die Anzahl der nach der Ersetzung ausndiBsehstaben entstehenden
Buchstaben derart, dassM = 7, ;. Bezeichnen wir mij: den konstantei-Vektor, so ist

f(n) =aM"p
Eigenschaften von Wachstumsfunktion:
e Die Wachstumsfunktion eines propagierenden L Systemsasbton steigend.

¢ Ist die Wachstumsfunktion an einer Stdlleso ist sie an allen folgenden Stellen ebenfalls
0.

e Hat man die Wachstumsmatrix einer Wachstumsfunktion b@aetc so kann man die
Wachstumsfunktion auch explizit berechn&h[[?].

3 Anwendungsbeispiele in der Praxis

Um mit L Systemen reale Systeme modellieren zu kdnnen, massaim eindnterpretation
der erzeugten Worte festlegen und sich fur eine das Prohiéen der Interpretation moglichst
genau abbildende Variante der L Systeme entscheidégrénzprobler). Im folgenden wer-
den nun einige Beispiele zur Losung dieser Problme behandel

Lvgl. [?, Seite 15ff], 2, Seite 288ff]
2vgl.[?, Seite 9f]
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3.1 Lineare Interpretation

Die wohl einfachste biologische Interpretationsweisgjésten Buchstaben als Zelle eines Or-
ganismus zu interpretieren. Auf diese Weise lassen sicdchiexdene Algen, sowie auch die
BakterieAnabaene catenuldarstellen ], [?]. Hier symbolisieren die Buchstaberundb den
Zellstatus (GroR3e und Teilbereitschaft der Zella)ndr legen die Polaritat der Zelle fest, d.h.
auf welcher Seite der Zelle eine Tochterzelle entstehtsEal$soX = qy, a,, b;, b,. Weiter sei
wo = b, undo definiert durch:

a, — b,

a; — blaT
b, — a,

bl — qq

Die daraus folgende Sequenz
by

Qy
(leT
bl Qr Gy

alalbralbr

modelliert die Entwicklung der Anabaene catenula.

3.2 Bracketed L Systems

Da viele Organismen nicht mit einer linearen Aneinandatreg von Zellen dargestellt wer-
den kénnen, bendtigt man eine Erweiterung der InterpmetaMan fuhrt dazu entsprechende
Verzweigungssymbole ein, die in das Alphabet aufgenomnesdew.

Abbildung 1: Einfache, verzweigte Strukturen
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Die in Abbildung 1 dargestellte Entwicklung kann ein DOL &ma mit dem Axiomb und
folgenden Produktionen erreicht werdéit [

a—clbla, b—>a, c—c [= ], ] =],

Nach Lindenmayer und Jirgensétj, weisen unter den einfachen Pflanzen sehr viele solche
Verzweigungsstrukturen auf. Ein Beispiel ist @allithamnion roseum

3.3 Turtle-Grafik

Um nicht nur die relativ abstrakte Verzweigung der Teilkgjcsondern auch deren genau Posi-
tion im Raum darstellen zu kdnnen, interpretiert man dielf8tadoen nun nicht mehr als Zellen,
sondern als Anweisungen, um ein virtuelles Turtle durchRlaam zu fahren und dabei Linien
zu ziehen. Die Anweisungen kann man dabei zum Beispiel vig festlegen P, Seite 19ff]:

F Gehe umd vorwaérts und zeichne dabei eine Linie.
f Gehe umd vorwarts ohne zu zeichnen.

+ Drehe um den Winkef nach links.
— Drehe um den Winkel nach rechts.
[ Merke den Turtle-Zustand (Position und Richtung) auf deatiSt

| Hole den Turtle-Zustand vom Stack.

Der Winkely und die Schrittlangé sind Turtle-Variablen und werden vor dem Zeichnen
einmal festgelegt.

Die Kantenersetzunigt eine der zwei Moglichkeiten, wie die Graphen eines Esréntste-
hen kénnen. Dabei wird ein Schrift des Turtles durch eine Folge von Turtlebefehlen ersetzt.
Will man komplexere Strukturen ermoéglichen, kann man mehBymbole fir eine Kante ein-
fihren, die in unterschiedlichen Ersetzungsregeln reseit [?, Seite 11ff].

Knotenersetzunigt die andere Art, Turtle-Grafiken zu bilden. Hier wird filnen Knoten
ein neues Symbol eingefuhrt, welches beim Zeichnen dete$urteist ignoriert wird.

Mit Hilfe dieser Methoden kdnnen schon einfache, pflanzahélme Strukturen erzeugt
werden. Abbildung 2 zeigt links eine durch Kantenersetzuaghts eine durch Knotener-
setzung erzeugte Turtle-Grafik. Sind die erzeugenden LeByshichtdeterministisch, so kann
man, indem man in jedem Ersetzungsschritt zufallig einerdigglichen Regeln fiir einen Buch-
staben auswahlt, die "zufallige" Entwicklung realer PfEamsimulieren.

3.4 Map OL Systems

Map L Systems werden zur Modellierung zellularer Struktwerwendet. Eine Map ist eine
endliche Menge voRegionenJede Region wird von einer endlichen Sequenz zusammenhéan-
gender Kanten umgeben, die sich an Knotenpunkten beriibreiMenge der Kanten ist dabei
verbunden, d.h. es gibt einen Pfad von jedem Knoten zu jedeleran Knoten und jede Kante
ist mit mindestens einer anderen Kante verbun@gn [

Ein mBPMOL-System (Binary Propagating Map OL System Withrkéas [?]) wird unter
anderem von Tuzza und Linenmayé} perwendet, um Wachstum und Art von Zellen der
Retina zu beschreiben.
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n=7 ,8=20°
n=5,#=25.7° X
F T —F[+X]F[-X]+X
F—F[+F]F[-F]F F —FF

Abbildung 2: [?, Seite 25]
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